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◯研究動機 
 ルービックキューブは最⼤でも、最短⼆⼗⼿で元の
状態に戻すことができる。そこで９パズルでの最短⼿
数について考えてみたいと思ったためだ。 
 
◯９パズルの説明 
 ９パズルとは数字の書かれたピース 
をスライドさせ図の状態にする遊び。 
⼀つのピースをずらすことを⼀⼿と 
呼び、𝒏 × 𝒏の盤⾯において全盤⾯に    図 
おける最短攻略⼿数の最⼤値を𝑴𝒏と呼ぶこととする。 
 
◯解くことができる条件 
 図の状態を、次のように表すこととする。 

1 2 3
4 5 6
7 8 𝐸

 …Ⓐ 

ただし𝐸は空⽩を表す。また⼩⽂字は何らかの数字があ
ることを表す。 
 これらには解くことができない盤⾯が存在する。解
くことができる盤⾯は、Ⓐの状態からピースを偶数回
交換することで再現できる盤⾯となる。 
 𝐸の移動を群における置換と⾒ると、Ⓐから奇数回の
互換でできた盤⾯は、奇数⼿で解ける。しかし、𝐸は揃
える前、後ともに同じ位置にいるため、必ず偶数⼿で揃
えなくてはならない。そのため、「Ⓐの状態からピース
を偶数回交換することで再現できる盤⾯」のみ解ける。 
 
◯名称を定める 
 ここで動かし⽅について考察する。盤⾯を外側から
層𝑳𝟏, 𝑳𝟐…と呼ぶこととする。例えば次の盤⾯では 

𝑥 𝑥
𝑥 𝑦

𝑥 𝑥
𝑦 𝑥

𝑥 𝑦
𝑥 𝑥

𝑦 𝑥
𝑥 𝑥

 …Ⓑ 

𝐿$, 𝐿%の⼆つがあり、𝑥の部分が𝐿$、𝑦の部分が𝐿%となる。
ここで E が上に動く、下に動く、右に動く、左に動く
動き⽅をそれぞれ U、D、R、L と呼ぶこととする。ま
た何も変換しないこと（＝恒等変換）を𝒆とする。そし
て掛け算のように、盤⾯の状態の後に繋げて書く。例
えば 

Ⓐ𝑈𝐿𝐷𝐿𝑈𝑅%=
1 2 3
8 5 𝐸
4 7 6

 …Ⓒ 

である。ここで𝑅%は、𝑅𝑅が⾏われたことを意味する。 
 
◯𝑴𝟑の考察 
 まずは𝑴𝟐について考える。𝐿$のみとなる。この時、 

(𝑈𝐿𝐷𝑅)& = (𝐿𝑈𝑅𝐷)& = 𝑒 …Ⓓ 
であるため、𝑀%は６以下である。実際に全てのパター
ン（３パターン）を試すと、𝑴𝟐 = 𝟒であるとわかる。 
 𝑀&についても考える。この時、９パズルの全ての盤
⾯が 
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝐸

 → 
1 2 3
𝑖 𝑗 𝐸
𝑘 𝑙 𝑚

 → 
1 2 3
4 𝑛 𝑜
7 𝑝 𝐸

 → Ⓐ 

という順で解かれると仮定して考える。このとき、各⽮
印をステップ１、２、３と呼び、その時の攻略最短⼿
数の最⼤値を𝑆$, 𝑆%, 𝑆&と呼ぶこととする。この時 

𝑴𝟑 ≤ 𝑺𝟏 + 𝑺𝟐 + 𝑺𝟑 …Ⓔ 
が成り⽴つ。この時、それぞれのパターンを全て試すこ
とで 
ステップ１（３３６通り） 
全てのパターンを試すと𝑺𝟏 ≤ 𝟐𝟑 
ステップ２（２０通り） 
全てのパターンを試すと𝑺𝟐 ≤ 𝟐𝟎 
ステップ３（３通り） 
𝑆&は𝑀%と等しいため、𝑺𝟑 = 𝑴𝟐 = 𝟒 
よって各ステップから𝑀&の値はⒺの式から 

𝑴𝟑 ≤ 𝟒𝟕 
よって「全ての盤⾯は４７⼿以内にⒶの状態にするこ
とができる」と分かった。 
 
◯感想 
 ９パズルにおける全てのパターンを試すことなく、
最短⼿数を⾒積もることができた。この⼿法は Google
社がルービックキューブの最短⼿数を⾒つける時にも
⽤いられた⼿法で、とても強⼒であることが分かった。 
 次回は、今回の⽅法よりもより良い場合分けの⼿法
や各ステップの設定によって、さらに正確な値を出し
たい。また群論の考え⽅を⽤いて、最短⼿数を考察して
いきたいと思う。 

１

4 

2 

6 

7 

3 

8 

5 


